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Лабораторна робота № 7. Чисельне інтегрування. Методи прямокутників. 

1. Квадратурні формули. 

Розглядатимемо чисельні алгоритми наближеного знаходження інтегралів 

вигляду 
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Застосування чисельних методів до знаходження визначених інтегралів 

зводиться до використання наближених формул вигляду 
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які прийнято називати квадратурними формулами. Тут iq  - деякі числа, які 

називають коефіцієнтами квадратурної формули, а ix  - деякі точки з відрізка 

];[ ba  - вузли квадратурної формули ( ni ,1= ). 

 

Для знаходження площі криволінійної трапеції, яка обчислюється за 

допомогою означеного інтеграла, проміжок інтегрування розбивають на n  

(найчастіше однакової довжини) підпроміжків. Площу криволінійної трапеції , 

отриману на кожному з цих проміжків обчислюють наближено, заміняючи її 

фігурою (наприклад, прямокутником). Після чого інтеграл шукається як сума 

отриманих на кожному з відрізків розбиття наближених площ. 

2. Формула правих прямокутників 

Для застосування квадратурної формули правих прямокутників проміжок 

інтегрування  ba;  розбивають на n  відрізків однакової довжини 1+n -ою 

точкою bxxxxa nn == −110 ... . Усі коефіцієнти квадратурної формули у 

цьому випадку дорівнюють величині 
n

ab
h

−
= , яку ще називають кроком 

формули чисельного інтегрування. На кожному з відрізків  1; +ii xx  криволінійну 

трапецію заміняють прямокутником з шириною h  та висотою )( 1+ixf  (див. 

заштриховану область на рис. 2.1 ). Таким чином інтегрування здійснюється за 

формулою  
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Рис. 2. 1 

3. Реалізація методу за допомогою калькулятора 

У цьому розділі розглядатимемо застосування різних типів квадратурних 

формул на прикладі наближеного обчислення інтеграла  

 ( ) +
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1. Розбиваємо відрізок ]3;0[  на 10 відрізків точками: 0,3; 0,6; 0,9; 1,2; 1,5; 

1,8; 2,1; 2,4; 2,7. Крок 3,0=h . 

2. Для кожного із вузлів квадратурної формули }3;7,2...;;6,0;3,0{=ix  

знаходимо значення функції )(sin)( 2
iii xxxf +=  та заносимо його в таблицю 

ix  )( ixf  

0,3 0,387332 

0,6 0,918821 

0,9 1,513601 

1,2 2,068697 

1,5 2,494996 

1,8 2,748379 

2,1 2,84513 

2,4 2,856251 

2,7 2,882654 

3 3,019915 

3. Застосовуючи формулу (3) до наближеного інтегрува (4), знаходимо 

суму значень функції )(xf  у точках }3;7,2...;;6,0;3,0{=x , та множимо отримане 

значення суми на значення кроку 3,0=h : 
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ixf  = 0,387332 + 0,918821 + 1,513601 + 2,068697 + 2,494996 + 

2,748379 + 2,84513 + 2,856251 + 2,882654 + 3,019915 = 21,735776; 

Таким чином, формула правих прямокутників дає наступний результат: 
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4. Реалізація методу засобами ET Excel 

1. Запускаємо програму MS Excel, переходимо на вільний робочий лист. 

Заповнюємо заголовки таблиці, в якій будемо виконувати обчислення 

 

Рис. 2. 2 

2. Заповнюємо комірки із значеннями ix  у стовпці A. В комірку A2 

вводимо початкове значення – 0, в комірку A3 – крок 0,3. Наводимо вказівник 

миші на маркер автозаповнення і протягуємо вниз вказівник миші із 

натиснутою лівою клавішою доки в останній заповненій комірці не отримаємо 

число 3. 

3. Заповнюємо комірки з формулами для обчислень (див. рис. 2.2 ). Для 

копіювання формул на відповідні діапазони використовуємо автозаповнення. 

4. Результат, тобто, наближене значення інтеграла знаходимо як суму 

значень отриманих у стовпці C. 

 

5. Формула лівих прямокутників 

Як і в попередньому випадку проміжок інтегрування  ba;  розбиваємо на n  

відрізків однакової довжини точками bxxxxa nn == −110 ...  (коефіцієнти 

квадратурної формули 
n

ab
h

−
= ). На кожному з відрізків  1; +ii xx  площу 

криволінійної трапеції, тобто інтеграл 
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прямокутника з шириною h  та висотою )( ixf  (див. рис. 2.5 ): 
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Рис. 2. 3 

6. Реалізація методу за допомогою калькулятора 

1. Розбиваємо відрізок ]3;0[  на 10 відрізків точками: 0,3; 0,6; 0,9; 1,2; 1,5; 

1,8; 2,1; 2,4; 2,7. Крок 3,0=h . 

2. Для кожного із значень }7,2...;;6,0;3,0;0{=x  знаходимо значення функції 

)(sin)( 2 xxxf +=  

ix  )( ixf  

0 0 

0,3 0,387332 

0,6 0,918821 

0,9 1,513601 

1,2 2,068697 

1,5 2,494996 

1,8 2,748379 

2,1 2,84513 

2,4 2,856251 

2,7 2,882654 

3. Знаходимо суму значень функції )(xf  у точках }7,2...;;6,0;3,0;0{=x , та 

множимо отримане значення суми на значення кроку 3,0=h : 
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ixf  =0+ 0,387332 + 0,918821 + 1,513601 + 2,068697 + 2,494996 + 

2,748379 + 2,84513 + 2,856251 + 2,882654 = 18,715861; 
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7. Реалізація методу засобами ET Excel 

1. Запускаємо програму MS Excel, переходимо на вільний робочий лист. 

Заповнюємо заголовки таблиці, в якій будемо виконувати обчислення 

 

Рис. 2. 4 

2. Заповнюємо комірки із значеннями ix  у стовпці A. В комірку A2 

вводимо початкове значення – 0, в комірку A3 – крок 0,3. Наводимо вказівник 

миші на маркер автозаповнення і протягуємо вниз вказівник миші із 

натиснутою лівою клавішою доки в останній заповненій комірці не отримаємо 

число 3. 

3. Заповнюємо комірки з формулами для обчислень (див. рис. 2.6 ). Для 

копіювання формул на відповідні діапазони використовуємо автозаповнення. 

4. Результат, тобто, наближене значення інтеграла знаходимо як суму 

значень отриманих у стовпці C. 

 

8. Формула центральних прямокутників 

Проміжок інтегрування  ba;  розбиваємо на n  відрізків одинакової 

довжини точками bxxxxa nn == −110 ...  (так само, як і у попередніх двох 

випадках). На кожному з відрізків  1; +ii xx  інтеграл 
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Рис. 2. 5 

 

9. Реалізація методу за допомогою калькулятора 

1. Розбиваємо відрізок ]3;0[  на 10 відрізків точками: 0,3; 0,6; 0,9; 1,2; 1,5; 

1,8; 2,1; 2,4; 2,7. Крок 3,0=h . 

2. Для кожного із значень }2,85 2,55;0,75;...;0,45;0,15;{=x  знаходимо значення 

функції )(sin)( 2 xxxf +=  

ix  )( ixf  

0,15 0,172332 

0,45 0,639195 

0,75 1,214631 

1,05 1,802423 

1,35 2,302036 

1,65 2,643740 

1,95 2,812966 

2,25 2,855398 

2,55 2,861011 

2,85 2,932644 

3. Знаходимо суму отриманих значень функції та множимо отриманий 

результат на значення кроку 3,0=h : 
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2,64374 + 2,812966 + 2,855398 + 2,861011 + 2,932644 = 20,236376; 

6,0709128,236376023,0
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10. Реалізація методу засобами ET Excel 

1. Запускаємо програму MS Excel, переходимо на вільний робочий лист. 

Заповнюємо заголовки таблиці, в якій будемо виконувати обчислення (див. рис. 

2.6 ). Для створення послідовності значень x  та копіювання формул 

використовуємо автозаповнення. 



 7 

 

Рис. 2. 6 

2. Результат отримуємо за формулою =SUM(D2:D11) у вільній комірці 

стовпця C. 

 

Рис. 2. 7 
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11. Варіанти завдань. 

 

 

№ варіанта Функція Відрізок 

1. 𝑓(𝑥) = 3𝑥2𝑒√𝑥
6+3𝑠𝑖𝑛(20𝑥5) 𝑥 ∈ [0.5; 1] 

2. 𝑓(𝑥) = 2𝑠𝑖𝑛(10𝑥)(0,2𝑥2 + 0,12𝑥 + 0,83)8 𝑥 ∈ [−2; 2] 

3. 𝑓(𝑥) = 𝑡𝑔3(0,1𝑥2)√𝑥10 + 0,1𝑥6 + 4𝑥
5

 𝑥 ∈ [1; 3,5] 

4. 𝑓(𝑥) = 2𝑐𝑜𝑠(3𝑥
4)(0,01𝑥12 + 𝑥4 + 0,121)3 𝑥 ∈ [0,5; 1,5] 

5. 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠4(0,1𝑥2)(0,1𝑥12 + 𝑥5 − 3𝑥2 + 10) 𝑥 ∈ [−2; 2] 

6. 𝑙𝑛2(𝑥4 + 2)((0,2𝑥)14 + 4𝑥5 − 3𝑥3)𝑐𝑜𝑠2(8𝑥) 𝑥 ∈ [−1,5; 1,5] 

7. 𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(0,1𝑥3)(2𝑥
2+𝑥𝑥−4 − 0,012𝑥10) 𝑥 ∈ [−3;−1] 

8. 𝑓(𝑥) = 7𝑐𝑜𝑠(7𝑥)𝑠𝑖𝑛6(5𝑥)(7𝑥8 + 3𝑥2 + 2)2 𝑥 ∈ [−3; 3] 

9. 𝑥12 + 6𝑥6 − 7𝑥3 + 8𝑥2 + 8

𝑥6 + 8𝑥4 + 12𝑥2 + 8
𝑠𝑖𝑛 (3

𝑥
4) 

𝑥 ∈ [2; 4] 

10. 𝑦 = 63𝑠𝑖𝑛𝑥𝑡𝑔(0,1𝑥
2)(2−𝑥

3
𝑥6 + 7𝑥5 + 3𝑥3 − 1) 𝑥 ∈ [0; 2] 

11. 7𝑠𝑖𝑛
3𝑥(0,35𝑥12 + 0,4𝑥8 − 0,01𝑥2 + 0,125) 𝑥 ∈ [−1; 4] 

 

 

12. Хід роботи  

Обчисліть значення означеного інтеграла від заданої функції на 

вказаному проміжку: 

1) Вручну, з використанням калькулятора за допомогою методу лівих 

прямокутників, розбивши проміжок інтегрування на 10 частин, 

2) Створивши для розрахунків електронну таблицю для всіх трьох методів 

та порівнявши отримані результати.  

3)  Реалізувавши програму на Python для усіх методів 

 


